Calcul Stiintific
Capitolul 2: Algoritmi la nivel de bloc

Bogdan Dumitrescu

Facultatea de Automatica si Calculatoare

Universitatea Politehnica Bucuresti

CS cap. 2: Algoritmi la nivel de bloc — p. 1/43



Cuprins

Partitionarea unei matrice in blocuri, operatii

Inmultirea de matrice

Rezolvarea sistemelor triunghiulare cu parte dreapta
multipla

Factorizare LU la nivel de bloc
eliminare gaussiana
algoritmul Crout

Triangularizare ortogonala la nivel de bloc
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Partitionare in blocuri

Fie A o matrice de dimensiune M x N

O partitionam in blocuri r x r (blocurile ar putea fi Si
dreptunghiulare, dar in practica e mai util sa fie patrate)

[ Ay App ... Aq,

Ao1 Aoy ... Agy,
e

Ami Az oo Amn |

Dimensiunea in blocuri este m x n, cum = [ M /r],
n=|N/r|

Blocurile de pe ultima linie/coloana pot fi mai mici de r x r
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Operatii cu matrice partifionate

Partifionarea in blocuri patrate permite scrierea simpla a
operatiilor uzuale (adunare, inmultire, dar si altele) cu
blocuri in loc de elemente

Adunarea C +— A 4+ B, cu matrice de dimensiune m x n,
partifionate in blocuri » x r, se efectueaza adunand
blocurile: C;; < A;; + B;;

Blocurile se aduna prin operatii cu elemente
Produsul C' < AB (presupunem m = n) se efectueaza prin

Cij = Z Ak Bi;
k=1

Exercitiu: detaliafi cazul in care blocurile de pe ultima
linie/coloana sunt incomplete, iar matricele sunt
dreptunghiulare
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Inmultirea la nivel de bloc

Vrem sa implementam inmultirea de matrice pe un
calculator cu memorie ierarhica (implementam BLAS-3 1)

Scop: minimizarea traficului intre memoria principala MP si
memoria rapida MR

Matricele A, B, C sunt stocate 1h MP

Alegem r astfel incat 3 blocuri de matrice sa poata fi stocate
simultan in MR, 3r? < dim M R

Variabilele X, Y si Z se gasesc in MR

1. Pentru:z=1:n
l.Pentrujy=1:n
1. 7 0
2. Pentruk=1:n
1. X < A, Y « By
2. / — /Z/+X-Y
3. Cij — Z

CS cap. 2: Algoritmi la nivel de bloc — p. 5/43



Evaluarea performantei

Operatiile de genul X « A;; reprezinta transferuri (Ilente)
intre MR si MP

Inmultirea a doua blocuri Z «— Z + X - Y are loc cu viteza
maxima (ideal, un flop/tact)

Numarul total de operatii: 2n?r3 = 2N3
Accese la memorie: 2n3r? = 2N3 /r

Daca s-ar lucra tot timpul la nivel de element, numarul de
accese la memorie ar fi 2N? (¢;; sta in MR)

Implementare ideala: transferul in MR al blocurilor
urmatoare are loc n timpul inmultirii blocurilor curente

Traficul MR < MP poate fi de obicei facut in paralel cu
operatiile: avem 2 elemente de transferat in timpul n care
se fac 2r° flopi
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Cum alegem dimensiunea blocurilor ?

Regula evidenta: 3r? < dim MR

Daca vrem ca transferurile sa aiba loc in paralel cu
operatiile, atunci 67* < dim M R

Trebuie avuta in vedere si ocuparea MR cu alte variabile, cu
Instructiuni, etc.

Ajustarea dimensiunii blocurilor se poate face si
experimental

Pe un calculator paralel trebuie avuta in vedere si pastrarea
paralelismului, care in general creste pe masura ce r scade
(la Tnmultirea de matrice efectul e mic)
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Algoritmul Strassen

Este cel mai simplu algoritm rapid de Tnmultire de matrice
Natural structurat pe blocuri

Partitionam A, B si C' = AB in blocuri de dimensiune
N/2 x N/2, adica

Ajr Ajpo
A1 Ao

B11 Big
By1 B

C11 Cio
Co1 Co

A=

Y Y

Cu formulele de pe pagina urmatoare, C' se calculeaza cu 7
Tnmultiri si 18 adunari de matrice de dimensiune N/2 x N/2,

deci aproximativ 1482 4 18NZ flgn;
8 4

Algoritmul standard: 8 inmultiri si 4 adunari de blocuri, adica
aproximativ 2N 3

Pentru N suficient de mare, algoritmul Strassen e mai rapid

CS cap. 2: Algoritmi la nivel de bloc — p. 8/43



Algoritmul Strassen—formule

Produsul se calculeaza cu formulele

My + My + Ms — My My + Mg
M3 + Ms My — Ms + Mg + M-

C —

My = (A1 + Agz) - (B11 + Bao) Ms = (A21 + A22) - By

My = (A2 — A2z) - (Ba1 + Bao) Mg = Ay - (B12 — B22)

M3 = Aoy - (B21 — Bi11) M7 = (A21 — A1) - (B11 + Bi2)
My = (A1 + A12) - B2

Exercitiu: verificare
Exercitiu de imaginatie: cum i-a venit ideea lui Strassen ?
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Recursia Strassen

Cheia unei viteze net superioare este aplicarea recursiva a
formulelor Strassen pentru fiecare inmultire de blocuri

La fiecare nivel de recursie dimensiunea problemel se
injumatateste

Recursia are loc pana cand se atinge o dimensiune r
suficient de mica pentru a avea un numar mic de operatii,
dar suficient de mare pentru a beneficia de stocarea in MR

Numarul de operatii N,,(n) este definit de recurenta

2

n n
Nop(n) = TNop(7;) + 18, Nop(r) = 2r°

Solutie asimptotica N,,(n) = O(n'°8:7), (log, 7 ~ 2.807)

Dezavantaje Strassen: memorie ceva mai multa, potentiala
Instabilitate numerica
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Alti algoritmi rapizi

Winograd: idee similara cu a lui Strassen

Aceeasi complexitate asimptotica cu Strassen, dar mai
putine adunari (15 in formulele de injumatatire)

Recordul de complexitate este O(N?-37), dar nu poate fi

folosit algoritmic datorita dimensiunilor uriase la care ar fi
eficient

Se stie ca produsul de matrice are complexitate cel putin
O(N?), dar nu se stie care e complexitatea teoretica precisa

Cercetarea continua, mai ales in privinta implementarii si a
obtinerii stabilitatii numerice

Lectura posibila: http://www.ics.uci.edu/~fastmm/
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Rezolvarea sistemelor triunghiulare

Fie A o matrice inferior triunghiulara: a;; = 0, Vi < j
Algoritm pentru rezolvarea Ax = b, pe linii

x<—b
Pentru:=1: N
Pentruj=1:72—-1
Lj s L — Q54
T — Tif Qi

Complexitate: N2

Fiecare element al matricei este accesat o singura data,
deci nu se poate reutiliza in MR
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Sist. triungh. cu parte dreapta multipla

Sistem cu parte dreapta multipla:

AX =B, AeRVXN BeRNM
Se poate aplica algoritmul precedent pentru fiecare
coloana: Ax; =bj,j=1:M
Complexitate: M N2

Rezolvarea pentru fiecare coloana separat nu este eficienta
pe calculatoare cu memorie ierarhica daca A nu incape
iIntegral in MR

Algoritmul urmator reprezinta o schita de implementare
pentru rutina TRSM din BLAS-3
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Algoritm la nivel de bloc (1)

Partitionam A in blocuri r x r

Ay 0 ... 0 | [ x| [ B
Aoy A ... 0 Xo | | B
S ]

Ani Ape oo Aw | | Xn | | Ba |

X slI B pot fi partitionate si pe coloane, generalizarea este
Imediata

Blocurile A;; sunt inferior triunghiulare
Ecuatia corespunzatoare bloc liniei i
i—1

iAz'ij = Bi — Aszz — Bi — ZAinj
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Algoritm la nivel de bloc (2)

Variabilele C, D, Z sunt memorate in MR

l. Pentru:s=1:n
2. Pentruj=1:7-1
1. C<—Aij,Z<—Xj
2. D—D—-CZ
4. rezolva sistemul triunghiular cu p.d.m. CZ = D
5. X; — Z

Sistemul CZ = D se rezolva folosind algoritmul scalar, pe
coloane: Cz; =D, l =1: M

Exercitiu: ce se intampla daca ultima bloc linie a lui A are
mai putin de r linii ?
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Analiza algoritmulul

Numarul de operatii aritmetice este acelasi ca in algoritmul
la nivel de element

Numarul transferurilor M P «— M R este

n 1—1
M N?
Z Z(r2—|—27“M)—|—7“2—|—7“M ~
-
i=1 \ j=1

Numarul de accese la MP este de aproximativ » ori mai mic
decat numarul de operatii aritmetice

Daca se partitioneaza X si B si pe coloane (cazul uzual),
raportul ramane acelasi
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Eliminare gaussiana

Fie A o matrice N x N

Algoritmul de eliminare gaussiana calculeaza transformarile
Inferior triunghiulare elementare M, k=1: N — 1, astfel
incat

My_q...MaM;A=U
cu U inferior triunghiulara

Reamintire: matrice inferior triunghiulara elementara

1 0 ... 0 .. 0
0 0 1 0
Mk:]n—mke}{r:
0 0 — k1 k 0
. 0
_0 0 ... —HUnk 1_
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Algoritmul de eliminare gaussiana

Algoritmul se efectueaza pe loc in matricea A
Algoritmul calculeaza implicit si factorizarea A = LU

In final, U ocupa triunghiul superior (inclusiv diagonala), iar
L triunghiul inferior (elementele diagonale ale lui L sunt
egale cu 1 si deci nu trebuie memorate)

1. Pentruk=1: N —1
1. Pentrus=%k+1: N

1. aij < Wik = Qik/ ark
2. Pentruj=k+1: N
1. Pentrut=%k+1: N

L. a5 — aij — pikar;

Numar de operatii: 2N3/3
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Algoritm vectorial

Algoritmul e adecvat in mod natural calculatoarelor
vectoriale

Bucla 1.1 reprezinta impartirea unui vector cu un scalar,
deci o operatie SSCAL (vezi BLAS-1)

Bucla 1.2.1 este o operatie de tip SAXPY
l. Pentruk=1:N—-1

1. A(k+1:N,k) «—mp=Ak+1:N,k)/A(k, k)
2. Pentruj=k+1: N
1. A(k+1:N,j)«— Ak+1:N,j)— A(k,j)my

Toate operatiile sunt vectoriale

Lungimea vectorilor scade de la N — 1 (la inceput, k = 1)
panalal

Vectorul m; este refolosit
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Factorizare LU la nivel de bloc

Partitionam matricea A

A — Ayp A |
A21 A22 }N—T‘
N~ =~
r N—r

Incepem prin a calcula prima bloc linie si coloana a
factorizarii, adica L1, Lo1, Uy1, U2, astfel Incat

I, O
0 B

Uin Uiz
0 In—p

Ajr A
A1 Ao

L1 O
L21 In—r

(1)

Matricea B va fi utilizata ulterior pentru continuarea
factorizarii
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Detaliile primului pas

Aq11 = L11Uq1, deci L1 si Uy provin din factorizarea LU la
nivel de element a matriceil A1

Aog1 = LoyUyy = Loy = Ay U;;b. Deci, Uy fiind cunoscut
de la pasul anterior, Lo poate fi calculat prin rezolvarea
unui sistem superior triunghiular cu parte dreapta multipla

A1p = L11Uis = Uy = L' A1o. Deci, Uy, este solutia unui
sistem inferior triunghiular cu parte dreapta multipla

Aoo = LoyUjos + B = B = Ay — L91Uq9; blocul "restant” B
depinde doar de matrice cunoscute sau deja calculate

Astfel se calculeaza prima linie si coloana a factorizarii
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Continuare
Continuam prin a calcula factorizarea LU a matricei B
B = LooUsgs

In acest caz, egalitatea (1) devine o factorizare LU a
matricei A, cu

L1 0
Loy Lo

Ui Ujo
0 U

Y

Aplicand Tn mod repetat cei patru pasi de mai sus,
dimensiunea problemei sereducedela Nla N —r, N — 2r,

etc.
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Structura intermediara a matricei A

Inaintea unui pas al algoritmului, continutul matricei A are

structura _
deja factorizat
s/ n
U
o ] curent
L i - J
e
\ de factorizat
n
curent
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Algoritmul de factorizare

Algoritmul complet (n = [N/r]):

1. Pentruk=1:n
l.s—(k—1r+1
2. f < min(kr, N)
3. Se calculeaza factorizarea LU
A(s:fos: f)=L(s: fy5:f)-Uls: fos: f)
4. Se rezolva sistemul superior triunghiular
Z-U(s: f,s:f)=A(f+1:N,s:f)
L(f+1:n,s:f)«—Z
. Se rezolva sistemul inferior triunghiular
L(s: f,s:f)- Z=A(s: f,f+1:N)
U(s: f,f+1:n)—Z
CA(f+H1in, f+1in) —A(f+1:n, f+1:n)—
—L(f+1:n,s: fU(s: f,f+1:n)

o Ol

0
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Comentarii

Apeluri la BLAS-3:
TRSM: instructiunile 1.4, 1.6
GEMM: instructiunea 1.8

Intr-o implementare dedicata pe calculatoare cu memorie
lerarhica

Z e variabila in MR

Factorizarea LU din 1.3 se poate implementa eficient,
avand 2r° /3 operatii pentru r? accese la memorie

De obicei LAPACK este scris in limbaj de nivel Tnalt, deci
pondere operatiilor de nivel 3 este

_2]\f3/3—2m“3/3_1 r?

Ps(N, ) ON3/3 — T N2

Daca N e mare, P;(N,r) =~ 1
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Cum se alege r ?

Numarul de operatii in algoritmul la nivel de bloc este
2N? /3, deci nu e influentat de r

Compromis: » mare favorizeaza BLAS-3, dar scade Ps;(N,r)
Paralelismul creste pe masura ce r scade
Explicatii mai multe pe cale orala ...
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Introducerea pivotarii partiale

La fiecare pas al algoritmului scalar, elementul maxim in
valoare absoluta de pe coloana curenta este adus in pozitie
diagonala prin permutare de linii

Algoritmul de eliminare gaussiana calculeaza
My_1Pn_1...MoPoM{PLA=U

unde P, sunt matrice elementare de permutare

Aceasta este echivalent cu calculul unei factorizari
PA=LU,cuP =Pn_1... PP

Exercitiu: scrierea algoritmului (GPP)

Atentie la calculul lui L: permutarile se aplica pe intreaga
linie a lui A, nu doar pe blocul dreapta-jos
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Primul pas

Introducerea pivotarii in primul pas revine la

~

|-

Ajr Apo
Ao Ao

I, 0
0 B

U1 Ui
0 A

Ly O
L21 In—r

P, = P.... Py, deci matricea P, cumuleaza pivotarile din
primii » pasi ai algoritmului scalar
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Detaliile primului pas (1)

Se calculeaza prin eliminare gaussiana factorizarea LU
pentru cele doua blocuri din stanga:

A1
Aoy

~

| -

Se aplica algoritmul GPP, chiar daca matricea in cauza este
n X r; cautarea pivotului se face pe toata portiunea
subdiagonala a unei coloane

Se aplica permutarea restului matricei A (cele doua blocuri
din dreapta), obtinandu-se

~

—_— 1 ©

Aqo
Ao
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Detaliile primului pas (2)

Din Ay» = L1,Uy, Se poate calcula Uy = L Ao, prin
rezolvarea unui sistem inferior triunghiular cu parte dreapta
multipla (se apeleaza TRSM)

Mai rdmane B = Ay — Loy Uy, termenii din dreapta fiind toti
deja calculati; deci B se poate obtine in urma unui apel la
GEMM

Exercitiu: algoritm detaliat !

Ponderea operatiilor de nivel 3 este mai mica decat in lipsa
pivotarii, datorita necesitatii lucrului cu operatii scalare pe o
matrice N x r
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Factorizare LU, versiunea Crout

Partitionam toate matricele in blocuri r x r

Rezulta egalitatile

[ Ay A ...
Aoy Ago .

At Apa .

Aln

. AZn

A’I’L?’L |

Ly O

Loy Lo ...

0
0

Uy Upg ... Uy,
0 Uy ... Uy,
0 0 ...U,
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Egalitatea A = LU detaliata

Distingem urmatoarele cazuri

k—1
i=j=k = A= ZthUtk = LUk = (Ak:k - ZthUtk>

t=1 t=1
(2)

k—1
i>j=k = Ag= ZthUtk = Lij = (Az-k — ZLitUtk> U
t=1

t=1

k k—1
k=i<j = Ay=9Y LUy = Uy =Ly} (Akj - Z%%)
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Algoritm Crout, prima versiune

Calculam in ordine, coloanele lui L si liniile lui U

1. Pentruk=1:n

1. Calculeaza Ly, si Uy factorizand LU termenul drept din (2)
2. Pentrui=k+1:n

1. Calculeaza L,, cain
3.Pentruj=%k+1:n
1. Calculeaza Uy; cain (4)

Suma din se poate calcula printr-un singur GEMM
Mai mult, toata bucla 1.2 poate fi compactata

Notand s = (k — 1)r + 1, f = kr, bucla 1.2 se scrie

L(fH1:N,s:f) «— [A(f+1:N,s: f)—L(f+L: N, 1:8—1)'U(128—1,82f)]'Uk_k1

Se procedeaza similar cu bucla 1.3
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Algoritm Crout de factorizare LU la nivel de bloc

Algoritmul complet

1. Pentruk=1:n

l.s—(k—1r+1
2. f < min(kr, N)
3. A(s: N,s: f)«— A(s: N,s: f)—L(s: N,1:s—1)-U(1:s—1,s: f)
4. Se calculeaza factorizarea LU
A(s: f,s: f)=L(s: fos: f)-U(s: f,s: f)
5. Se rezolva sistemul superior triunghiular

Z-U(s: f,s: fy=A(f+1:N,s:f)
6. L(f+1:N,s: f)« Z (obloc coloana din L)
A f,f+1:N)—A(s: f,f+1:N)—
—L(s: f,1:s—1)-U(1l:s—1,f+1:N)
8. Se rezolva sistemul inferior triunghiular
L(s:f,s:f)- Z=A(s: f,f+1:N)
9. U(s: f,f+1:N)«— Z (o bloc linie din U)

\l
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Comparatii cu eliminarea gaussiana

Siaici L si U se pot calcula pe locin A
Acelasi numar de operatii
Aceeasi pondere a operatiilor de nivel 3

Mai multe apeluri la GEMM (doua in fiecare iteratie), deci
timp de executie eventual mai mic, datorita dimensiunilor
mai mici ale matricelor

Aici se actualizeaza blocurile curente din L si U, dupa care
acestea se calculeaza (left-looking)

In eliminarea gaussiana, actualizarile se faceau la dreapta,
dupa calcularea blocurilor curente din L si U
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Triangularizare ortogonala

Fie A ¢ RM*N o matrice dreptunghiulara, cu M > N
Triangularizarea ortogonala

Un...UsUjA=R

R € RM*N este superior triunghiulara
U; sunt reflectori Householder

U; =1— 1u;u T

=2/l wi =10 - Qi - wari]”

Reflectorul U; se calculeaza astfel incat sa introduca zerouri
subdiagonale pe coloana :

Pentru calculul reflectorilor in algoritmul de triangularizare,
vezi cursul de Metode Numerice
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Strategie pe blocuri

Consideram triangularizarea primelor r coloane ale lui A,
utilizand transformarea (Q = U.. ... Uy, numita reflector bloc

Partitionam A = [4; B], unde A; = A(1: M,1:r),
B=A(1:M,r4+1:N)
Structura primului pas

1. Se genereaza () a.l. QA; = R, este superior
triunghiulara (calculand fiecare reflector Uj;)

2. Seformeaza@Q =U,...U;
3. Se calculeaza B — QB

Se continua similar pe blocul B
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Dificultati si solutie: reflector bloc structurat

Matricea () are dimensiune M x M

Daca o formam explicit si apoi calculam @B, numarul de
operatii va fi mult prea mare

Reamintire: complexitatea triangularizarii ortogonale este
O(MN?)

Produsul explicit QB ar necesita O(M?N) operatii doar
pentru primul pas

|Ideea de eficientizare: exprimarea matricei @) intr-o forma
structurata

Reprezentarea WY: Q =1 — WY1, cu W, Y € RMxr

Reprezentarea W2T: Q = I — WTW, cu T inferior
triunghiulara
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De ce e bine ?

Pasul 3 se calculeaza prin
B—QB=(I-WwWYHhB=B-W({!'B)

Produsul Y! B necesita Mr(N — r) operatii
La fel produsul W (Y1 B)

In acest fel algoritmul de triangularizare ortogonala pe
blocuri necesita doar un numar neglijabil de operatii in plus
fata de cel la nivel de element

Grosul operatiilor este in inmultirile de matrice

Reprezentarea W*T necesita mai putind memorie (dar
operatii n plus pentru inmutirea cu 7'
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Reprezentarea WY (1)

Matricele W si Y se construiesc iterativ

Initial avem Q = U; = I — rquyui, deci putem lua
W = Uy, Y = T1U1

Presupunand () deja in forma WY, inmultirea cu un reflector
la stdnga se face prin

Q. =U;Q = (I—-7uul)I-WYT)=
— = WYT—MM Fr—-wy?t) =

YT
- r-[w ]| -
= I-wW,Y!

unde Zi = ’7'7;(] — YWT)UZ
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Reprezentarea WY (2)

In concluzie, matricele W si Y se construiesc prin

W — W], Y «—[Y z]
Matricea W se obtine prin alaturarea vectorilor Householder
(deja disponibili ca atare)

Vectorii z; care formeaza matricea Y se construiesc rapid,
grupand z; = 7;[u; — (YW1)u;] (matricele W si Y au putine
coloane)

Chiar daca prin calculul lui z; se fac mai multe operatii decat
in triangularizarea la nivel de element, grosul operatiilor
este Tn actualizarile B <— @B, care se pot face acum
apeland GEMM

Matricea W se memoreaza esentialmente in A
Pentru Y e necesara memorie separata
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Reprezentarea W2T (1)

Matricele W si T se calculeaza iterativ

Initial avem Q = I — ruqui, deci putem lua
W = Uy, T = T1

Presupunand @ deja in forma dorita, inmultirea cu un
reflector are forma

Q. =UQ = (I-ruul)l—-WTWT)=
= I -WTW' — rjupul + wi(riul WTYWH =

_ [W } T 0 w B
B N I Y
= I-W,T,. Wi

unde t! = —rul WT
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Reprezentarea W2T (2)

Matricele W si 'Y se construiesc prin

T 0

|44 W w;l, T
<_[ U] - t,LT T

Matrice W are aceeasi forma ca la reprezentarea WY

Necesarul de memorie suplimentara este de 2, pentru T

Exercitiu: scrieti cat mai detaliat algoritmul de
triangularizare ortogonala utilizand reprezentarea W2T

Exercitiu: algoritm pentru factorizarea QR (in plus, se
Tnmultesc transformarile ortogonale bloc)
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