Laborator 2

Rezolvarea ecuatiilor matriceale
liniare Sylvester si Liapunov

2.1 Tema

insu§irea tehnicilor de rezolvare a unor sisteme liniare, in general de mari dimensiuni, struc-
turate In expriméari matriceale care permit dezvoltarea unor metode specifice de calcul. Concret,
se vor elabora, edita si testa programe MATLAB pentru rezolvarea eficientd a ecuatiilor ma-
triceale Sylvester gi Liapunov continue si discrete.

2.2 Ecuatii matriceale liniare. Algoritmi

Ecuatiile matriceale liniare sunt sisteme de ecuatii liniare care pot fi scrise compact in forma
matriceals Zle A; XB; = C,unde 4; ¢ RP*™, B; ¢ R"*? si C € IR”*Y sunt matrice date iar
X € IR™*"™ este matricea necunoscutelor. Evident, aceasts ecuatie poate fi scrisi intr-o forma
”desfagurata” ca sistem de pq ecuatii liniare cu mn necunoscute. O astfel de abordare eludeaza
”structura matriceala” a sistemului iar aplicarea tehnicilor clasice de rezolvare pe sistemul
desfagurat, neexploatand structura interna a datelor de intrare, este, de cele mai multe ori,
ineficients. In continuare vom considera numai cazul ”determinat”, in care numérul ecuatiilor
este egal cu numairul necunoscutelor, i.e. 4; € R™*™, B; € IR™™" sunt matrice pitrate iar
C, X e R™*".

Ecuatiile matriceale liniare cele mai intalnite in aplicatii, e.g. in domeniul automaticii, se
obtin pentru k = 2, i.e. sunt de forma A; X By + A3 X By = C. Particularizarile

AX +XB=C, (2.1)
AXB+ X =C. (2.2)

sunt cunoscute sub denumirea de ecuatii matriceale Sylvester continua, respectiv discreta.

Particularizand gi mai mult, obtinem ecuatiile matriceale liniare cunoscute sub denumirile
de ecuatie Liapunov continua pentru

ATX + XA =0, (2.3)
respectiv ecuatie Liapunov discretd pentru

ATXA-X =C. (2.4)
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Conditiile de existenta si unicitate ale solutiilor acestor ecuatii sunt date de

Teorema 2.1 Ecualia matriceald Sylvester continud (2.1) admite o soluie X € R™*"™ unicd

daca $i numai daca
XNi+pi#0, YA €MA), Yy € A\(B) (2.5)

sau, altfel spus, dacd si numai dacd AM(A) N A\(—B) = 0.

Ecuatia matriceald Sylvester discretd (2.2) are o solufie X € R™*™ unicd dacd $i numai
daca

)\ilij #—-1, \E€ )\(A), V/Jj S )\(B) (26)
In particular avem

Corolar 2.1 FEcuatia matriceald Liapunov continud (2.3) admite o solutie unicd dacd $i numai
daca matricea A nu are nici o pereche de valori proprii opuse, i.e.

i + )\j £0, VA, )\j € )\(A), (27)

In particular, 0 & A\(A) i.e. matricea A trebuie sd fie nesingulard.

Ecuatia matriceald Liapunov discretd (2.4) admite o solutie unicd dacd si numai dacd ma-
tricea A nu are nici o pereche de valori proprii inverse, i.e.

)\i)\j 75 1, V)\i,>\j S )\(A), (28)

In particular, este necesar ca £1 & M(A) .

2.2.1 Rezolvarea ecuatiilor matriceale Sylvester
Rezolvarea ecuatiilor matriceale Sylvester triunghiulare si cvasitriunghiulare

Ecuatiile Sylvester sau Liapunov triunghiulare sunt cele la care matricele A si B au o structura
triunghiulara si permit un calcul simplu al necunoscutelor printr-o procedura de substitutie
numerica directa daca se respecta o ordine de calcul determinata. Pentru subliniere, vom folosi
notatii specifice. Fie, de exemplu, ecuatia Sylvester continua

SX + XT =C (2.9)

unde matricele S € R™*™ ¢i T' € R™" sunt superior triunghiulare cu s;; +tj; # 0, Vi =1 :
m, Vj = 1:n. Din egalitatea (SX + XT);; = ¢;; rezulta

m j—1
SiiLij + l‘ijtjj = Cij — Z SikTkj — inktkj7 1=1: m, j =1:n (210)
k=i+1 k=1

Avand in vedere ca in membrul drept al relatiei (2.10) apar elementele matricei necunoscute X
aflate in ”stanga” si ”sub” necunoscuta curenta x;; (vezi fig. 2.2.1), rezulta ca valorile lor vor fi
disponibile la momentul curent daca ordinea de calcul este i =m,m—1,...,1sij=1,2,...,n,
in care caz putem utiliza relatia de calcul

m Jj—1
Cij = Dkmit1 SikThi — D1 Tiklhj

2.11
i+ 15 211)

Tij =

Rezultd urmétoarele doud versiuni (pe ”linii’, respectiv ”pe coloane”) ale algoritmului de
rezolvare a ecuatiiei matriceale Sylvester (2.9).
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Lij Lij
X X
a) b)
X X
Tij Tij
c) d)

Figura 2.1: Dependentele necunoscutei curente x;; de alte elemente ale matricei X la ecuatiile
Sylvester triunghiulare continue SX + XT = C in urmitoarele situatii: a) S gi T superior
triunghiulare; b) S superior triunghiulara gi 7" inferior triunghiulara; ¢) S inferior triunghiulara
si T superior triunghiulara; d) S si T inferior triunghiulare. Cu X s-a marcat elementul care
trebuie calculat primul.

Algoritmul 2.1 (Date matricele superior triunghiulare S € R™*™ T € R™*",
cu s +tj; #0, Vi, j, precum si matricea C € R™*", algoritmul calculeaza solutia
X € R™™ a ecuatiei Sylvester continue SX + XT = C.)

% 1. Versiunea pe coloane
1. Pentruj=1:n
1. Pentrui=m:—1:1
m Jj—1
Cij = Djeit1 SikThij — Dok—1 Tikthj
sii + 15 .

1. Ti5 =

% II. Versiunea pe linii

1. Pentrui=m:—-1:n

1. Pentruj=1:n

n

7 Jj—1
Cij = Djeit1 SikThi — Dok—1 Tikthj
sii + 15

1. Tij =

In cazul ecuatiei Sylvester discrete triunghiulare
SXT+X=C (2.12)

cu matricele S € R™*™ ¢i T € R™", de exemplu, superior triunghiulare cu s;t;; # —1,
Vi=1:m, Vj =1:n, din egalitatea (SXT + X);; = ¢;; rezulta

J m

84Tty + Tij = Cij — Z Z SikTkityj, t=1:m, j=1:n (2.13)
=1 k=k
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unde

B i pt. 1<y
”‘{i+1 pt. =] (2.14)

si de unde putem exprima, daca sunt satisfacute conditiile de existenta ale solutiei, necunoscuta
x;; in raport cu celelalte necunoscute

cij — S ST sty (2.15)
Syt +1

CBij =

Dependenta necunoscutei ”curente” de celelalte necunoscute este prezentata in fig. 2.2.1 a).
Se observa usor ca, respectand aceeasi ordine de calcul ca in cazul continuu, toate necunos-

Tij Lij
X
a) b)
X X
i Lij
c) d)

Figura 2.2: Dependentele necunoscutei curente x;; de alte elemente ale matricei X la ecuatiile
Sylvester triunghiulare discrete SXT + X = C in urmatoarele situatii: a) S si T superior
triunghiulare; b) S superior triunghiulara si T inferior triunghiulara; ¢) S inferior triunghiulara
gi T superior triunghiulard; d) S gi T inferior triunghiulare. Cu X s-a marcat elementul care
trebuie calculat primul.

cutele pot fi calculate printr-o substitutie numerica directa. Prezentam varianta ”pe coloane”
a algoritmului de calcul.

Algoritmul 2.2 (Date matricele superior triunghiulare S € R™*™ T € R™*",
cu sitj; # —1, V4,7, precum si matricea C € R™*", algoritmul calculeaza solutia
X € R™*"™ a ecuatiei Sylvester discrete SXT + X = C.)

1. Pentruj=1:n
I. Pentrui=m:—1:1
Cij = D11 Dok Sik kil
siitjj + 1

1. Tij =

In cazul altor altor structuri triunghiulare ordinea impusa de calcul este aceeasi in cazurile
continuu gi discret si poate fi dedusa simplu din diagramele din fig.2.2.1. Pentru necesitatile
ulterioare, introducem urmatoarele sintaxe

X =sylv_st_c(5,T,C), X =sylv_st_d(S,T,C)
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pentru una din versiunile algoritmului 2.1, respectiv algoritmului 2.2.

In situatia unor matrici de coeficienti S = A gi T = B bloc-triunghiulare, fie superior
bloc-triunghiulare (de exemplu forme Schur a unor matrice)

St Sz - Sip Ty Tig -+ Ty
0 Sy - Sy 0 Ty - Ty
S= . . N A | (2.16)
0 0 - S, 0 0 - Ty
care impun partitii bloc corespunzatoare ale matricelor C' si X
Cn Cip2 -+ Cyy X1 X2 o Xy
Co1 Cap -+ Oy Xo1 Xoo -+ Xgq
C= ) ) ) . , X = . ) . , (2.17)
Cpl Cp2 T Cpq Xpl Xp2 e qu

unde S;; € R™ "™, T;; € R"*™, Oy, X;; € R™*™ . Evident, dacd S,T sunt forme Schur
reale atunci mg,ny, € {1,2}. In acest caz, relatiile (2.10), respectiv (2.13), réman valabile la

nivel de bloc

P j—1
SiXij + XijTj; = Cij — Y SuuXej — Y XnThj, i=1:p, j=1:q (2.18)
k=i+1 k=1
pentru cazul continuu, respectiv
Jj P
S X T + X5 = Cyj — Z Z SikXudy;, i=1:p,j=1:q (2.19)
=1 k=kr

pentru cazul discret. In ipoteza c& adoptim o ordine de calcul care asigura posibilitatea de-
terminarii membrului drept, ecuatiile (2.18) si (2.19) sunt ecuatii Sylvester continue, respectiv
discrete, netriunghiulare, care, pentru my, ny mici, pot fi rezolvate prin desfisurarea lor ! sub
forma unor sisteme de m;n; ecuatii liniare si tot atatea necunoscute si utilizarea unor metode
standard cum ar fi eliminarea gaussiana.

Scrierea algoritmilor pentru rezolvarea ecuatiilor Sylvester cvasitriunghiulare este transpar-
entd gi este lasata in sarcina studentului. Ne marginim aici sa fixam sintaxele de utilizare

X =sylv_sct_c(S,T,C), X =sylv_set_d(S,T,C)

pentru rezolvarea ecuatiilor superior cvasitriunghiulare continue, respectiv discrete.

Rezolvarea ecuatiilor matriceale Sylvester generale

Modalitatile eficiente de rezolvare a ecuatiilor matriceale Sylvester constau in transformari
care reduc problema la rezolvarea unor ecuatii Sylvester triunghiulare sau cvasitriunghiulare.
Pentru aceasta se utilizeazd forma Schur complexd sau reald a matricelor A si B. In acest

IDacsd # € R™™ si ¢ € IR™” sunt vectorii definiti, de exemplu, prin concatenarea coloanelor matricelor X
respectiv C ecuatia AX + X B = C se poate scrie in forma (I, QA+ BT ® Im )T = ¢ iar ecuatia AXB+X =C'in
forma (BT ® A+ Imn)T = €. In relatiile de mai sus ® semnificd produsul Kronecker definit in felul urmétor: daca

. def . A
U e RP*Y, V € IR™* atunci W = U®V € IRP"*95 este matricea avand structura bloc W = [W;; ]
cu Wi]' = U4y V.

i=1:p, j=1:q
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context amintim ci oricare ar fi matricele A € IR™*™, B € €™*", existd matricele unitare
UeCm™ ™ sV el™™ astfel incat

UfAU =S et™™,  VHBV =T cQ™™" (2.20)

sunt matrice superior triunghiulare numite forme Schur compleze ale matricelor A respectiv B.
De asemenea, existd matricele ortogonale U € IR™*™ si V € IR™*™ astfel incat

UTAU = § e R™*™, VIBV =T e RV (2.21)

sunt matrice superior cvasitriunghiulare numite forme Schur reale ale matricelor A respectiv B.
In MATLAB forma Schur reald precum si matricea de transformare se obtin cu functia schur:

(U, S| = schur(A)
iar forma Schur complexa, printr-un apel suplimentar al functiei rsf2csf

[U, S] = rsf2esf (U, S).

Inlocuind in ecuatia matriceala Sylvester continui AX + X B = C expresiile A = USUH i
B = VTV aceasta devine USU# X + XVTVH = C, de unde avem SU# XV + U#XVT =
UHCV. Notand cu Y = UHXV, C = UHCV obtinem o ecuatie Sylvester triunghiulars

SY+YT=C.

Redactarea algoritmului de calcul este urmatoarea.

Algoritmul 2.3 (Date matricele A € R™*™, B € R™", C € R™*" cu
A(A) N A(=B) = 0, algoritmul calculeaza solutia X € IR™*" a ecuatiei Sylvester
continue AX 4+ X B = C prin aducerea matricelor A si B la forma Schur complex3.)

1. [U, S] = schur(A)

[U, S| =rsf2csf(U, S)
[V, T'| = schur(B)

[V, T| =rsf2esf(V,T)
C—C=Ufcv

X =sylv_st_c(5,T,C)
X =real(UXVH)

NS otk W

Modalitatile de calcul ale solutiei ecuatiei matriceale Sylvester discrete AX B+ X = C sunt
absolut similare gi, in consecinta, ne marginim sa prezentam direct algoritmul de calcul.

Algoritmul 2.4 (Date matricele A € R™*™, B € R™™" astfel incat \;u; # —1
pentru toti A; € A(A) si p; € A(B) si matricea C € R™*™ algoritmul calculeazi
solutia X a ecuatiei Sylvester discrete AX B 4+ X = C prin reducerea matricelor A
si B la forma Schur complexa.)

1. [U, S] = schur(A)

[U, S| =rsf2csf(U, S)
[V, T'| = schur(B)

[V, T'| =rsf2esf(V,T)
C—C=Ucv

X =sylv_st_d(S,T,C)

A
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7. X =real(UXVH)

Ultima instructiune din ultimii doi algoritmi este necesara intrucat calculele intermediare cu
numere complexe conduc la aparitia unor reziduuri imaginare care pot si trebuie sa fie neglijate.

O metoda mai performanta se obtine daca se utilizeaza in exclusivitate o aritmetica reala.
In acest caz, utilizarea formelor Schur reale S = UTAU si T = VT BV conduce la necesitatea
rezolvarii unor ecuatii Sylvester cvasisuperior triunghiulare conform urmatorilor doi algoritmi.

Algoritmul 2.5 (Algoritmul Bartels-Stewart. Date matricele A € R™*™,
B e R™", C € R™" cu A\(A) N A(—B) = 0, algoritmul calculeaza solutia X €
R™*"™ a ecuatiei Sylvester continue AX + X B = C prin aducerea matricelor A si
B la forma Schur reald.)

1. [U, S] = schur(A)

2. [V, T'| = schur(B)
3.C—C=UTCv

4. X =sylv_sct_c(S,T,C)
5. X =UXVT,

Algoritmul 2.6 (Algoritmul Kitagawa-Barraud. Date matricele A € IR™*"™,

B € R™™ astfel incat A\;u; # —1 pentru toti A\; € M\(A) si p; € A(B) si matricea
C € R™*™ algoritmul calculeazi solutia X a ecuatiei Sylvester discrete AXB+X =
C prin reducerea matricelor A si B la forma Schur reald.)

1. [U, S] = schur(A)

2. [V, T']| = schur(B)

3.C—C=UTcv

4. X =sylv_sct_d(S,T,C)

5. X =UXVT,

Cea mai eficienta metoda de calcul "de transformare” este considerata aga numita metoda
”Hessenberg-Schur” | in care matricea A este redusa la forma Hessenberg iar matricea B la forma
Schur complexi. In acest caz rezolvarea ecuatiilor Sylvester se reduce la rezolvarea, de exemplu
prin eliminare gaussiana, a n sisteme superior Hessenberg de mecuatii cu m necunoscute.

2.2.2 Rezolvarea ecuatiilor matriceale Liapunov

Intrucat ecuatiile Liapunov continug ATX + XA = C si discreti ATXA — X = C sunt cazuri
particulare ale ecuatiilor Sylvester corespunzatoare si, in consecinta, algoritmii din paragraful
precedent pot fi utilizati pentru rezolvarea lor. Apar totusi unele particularitati si simplificari
care sunt prezentate mai in continuare.

Rezolvarea ecuatiilor matriceale Liapunov triunghiulare si cvasitriunghiulare

Daca matricea T € IR™*™ este superior triunghiulara atunci matricea S = T7 este inferior
triunghiulara si ecuatia 77X + XT = C scrisd pe componente (T7 X + XT);; = ¢;; conduce la

i—1 J—1
t“-:cij -+ xijtjj = Cij — Ztkimkj — inktkja 1=1: m, ] =1:n (222)
k=1 k=1
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de unde, in conditiile corolarului 2.1, avem

- L
2y = S0 ket Tk = Doy Tkt (2.23)

tii + tjj
care pot fi calculate daca se respecta ordinea i = 1,2,...,m, j = 1,2,...,m (vezi fig.2.2.1 ¢)).

Rezulta algoritmul

Algoritmul 2.7 (Date matricea ' € R™*™, cu t;; +t;; # 0, Vi,j, precum si
matricea C € IR™*™, algoritmul calculeaza solutia X € IR™*™ a ecuatiei Liapunov
continue 77X + XT = C.)

1. Pentruj=1:m

1. Pentrui=1:m
i—1 j—1
Cij = Qg1 thiThj — Dp—1 Tiklhj
tii + tjj

1. Ti5 =

Absolut similar, ecuatia Liapunov discreta T7XT — X = C, cu matricea T € R™*™ superior
triunghiulara, scrisi pe componente (T7XT — X);; = ¢;5, conduce la

o = Cid = 2=y Doy thihity (2.24)
* tiitjj -1 ’ '
unde
_ i pentru [ #j
7= { 1—1 pentru (=3 ° (2.25)

Obtinem urmatorul algoritm.

Algoritmul 2.8 (Date matricea superior triunghiulara 7€ R™*™, cu t;t;; #
1, Vi,j, precum si matricea C € IR™*™, algoritmul calculeaza solutia X € R™*™
a ecuatiei Liapunov discrete TT XT — X = C.)
1. Pentruj=1:m
1. Pentrui=1:m
Cij = Die1 Dopey tRiTHILL
tiitjj —1

1. Ti5 =

Introducem urmatoarele sintaxe de utilizare pentru cei doi algoritmi de mai sus
X =liap_st_c(A,C), respectiv X = liap_st_d(4,C).

Un caz important este cel in care matricea C este simetrica (C' = C7T), situatie in care
gl matricea X este simetricid. Prin urmare, se calculeazi numai triunghiul inferior (sau cel
superior) iar algoritmii de mai sus devin.

Algoritmul 2.9 (Date matricea T € R™*™, cu t;; +tj; # 0, Vi,j, precum si
matricea simetricd C € R™*™, algoritmul calculeazs triunghiul inferior al solutiei
X € R™™ a ecuatjiei Liapunov continue 77X + XT = C.)

1. Pentruj=1:m
1. Pentrui=j5:m
-1y g1y
Cij = 2 =1 kiTkj — Zk:1 Liklkj
tii + tjj

1. Tij =
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Algoritmul 2.10 (Date matricea superior triunghiulara T € R™*™, cu t;;t,; #
1, Vi,j, precum si matricea simetricd C € IR"™*™ algoritmul calculeazi triunghiul
inferior al solutiei X € IR™*™ a ecuatiei Liapunov discrete TT XT — X = C.)

1. Pentruj=1:m
1. Pentrui=j5:m

7 o
Cij = D=1 D pet tRiTHILY;

1. Tij =

Introducem urmatoarele sintaxe de utilizare pentru cei doi algoritmi de mai sus
X = liap_st_c_sim(A,C), respectiv X = liap_st_d_sim(A4,C).

Cazul ecuatiilor Liapunov cvasitriunghiulare este propus ca exercitiu.

Rezolvarea ecuatiilor matriceale Liapunov generale

Consideram mai intai cazul ecuatiei Liapunov continue ATX + XA = C si fie reducerea S =
UH AU a matricei A € R™™" la forma Schur complexd. Rezulta, AT = AH = USHUH | cu care
ecuatia Liapunov devine

USHUH X + XUSUH = C (2.26)
respectiv ~
SHY +YS=C (2.27)
unde ~
Y =U"XxU, C=ufcu. (2.28)

In conditiile corolarului 2.1, aceste sisteme sunt nesingulare i pot fi rezolvate in ordinea
7 =1, 2...,n. Cuobservatia ca solutia X a ecuatiei initiale se calculeaza apoi din prima relatie
(2.28) rezulta urmatorul algoritm.

Algoritmul 2.11 (Date matricele A € R™™", satisfacand \; + \; # 0, VA;, \; €
AA), si C € R™™"™ oarecare, algoritmul calculeazi solutia X a ecuatiei Liapunov
AT X + X A = C pe baza reducerii matricei A la forma Schur complexa.)

1. [U, S] = schur(A)

2. [U, S| =rsf2esf(U, S)

3. C—UHCU

4. X = liap_st_c_sim(4,C).
5. X =real(UXU™).

In cazul in care matricea C' este simetricd apar simplificari suplimentare datorita faptului ca
si matricea solutie este simetrica. Acest fapt poate fi exploatat observand cé, datorita simetriei
matricelor C gi X, matricele Y si C din (2.28) sunt hermitice si in consecinta este suficient sa
se calculeze, de exemplu, numai triunghiul superior al matricelor C,Y i, in final, matricea X.

Algoritmul de rezolvare a ecuatiei Liapunov discrete (2.10), bazat pe reducerea matricei A
la forma Schur complexd, urméareste indeaproape schema de mai sus.

Algoritmul 2.12 (Date matricele A € R™*™, satisfacand A\;\; # 1, VA; €
A(A) si C € R™*™ oarecare, algoritmul calculeazd solutia X a ecuatiei Liapunov
AT XA — X = C pe baza reducerii matricei A la forma Schur complexa.)
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1. [U, S] = schur(A)

2. [U, S| =rsf2esf(U, S)

3. C—UHCU

4. X = liap_st_d_sim(A4, C).
5. X =real(UXU™M).

In Incheiere mentionam faptul ca rezolvarea unei ecuatii Liapunov continue poate fi redusa la
rezolvarea unei ecuatii corespondente discrete i reciproc utilizand transformarea (omografica)

B=(A-1,)"YA+1,), (2.29)

ecuatia ATXA — X = C devine BTX + XB = D unde D = (BT — ,)C(B - I,,).

1
2

Programe M ATLAB disponibile

Pentru rezolvarea ecuatiilor matriceale Sylvester si Liapunov continue este disponibila functia
lyap, iar pentru ecuatia Liapunov discreta se utilizeaza functia dlyap.

2.3 Sarcini de lucru

A. In laborator

1. Se vor scrie programele MATLAB pentru implementarea algoritmilor de rezolvare a
ecuatiilor Sylvester i Liapunov superior triunghiulare si se vor testa pe exemple nu-
merice semnificative (m,n > 20). Se va aprecia acuratetea solutiilor prin calculul normelor
reziduurilor ||C' — SX — XT||, respectiv |C — SXT + X||. De asemenea se vor compara
solutiile calculate cu programe proprii cu cele oferite de functiile MATLAB disponibile.

2. Se vor scrie programele MATLAB pentru implementarea algoritmilor ”Schur-Schur” de
rezolvare a ecuatiilor Sylvester gi Liapunov generale si se vor testa pe exemple numerice
semnificative (m,n > 20). Se va aprecia acuratetea solutiilor prin calculul normelor
reziduurilor ||C — SX — XT||, respectiv ||C — SXT + X]|| si se vor compara solutiile
calculate cu programe proprii cu cele oferite de functiile MATLAB disponibile.

3. Se vor analiza sursele functiilor MATLAB lyap si dlyap si se vor identifica metodele
folosite.

B. Acasa

1. Se vor scrie programele MATLAB pentru implementarea algoritmilor de rezolvare a
ecuatiilor Sylvester gi Liapunov superior cvasitriunghiulare (forme Schur reale) si se vor
testa pe exemple numerice semnificative (m,n > 20). Se va aprecia acuratetea solutiilor
prin calculul normelor reziduurilor ||C' — SX — XT||, respectiv ||C — SXT + X||. De
asemenea se or compara solutiile calculate cu programe proprii cu cele oferite de functiile
MATLAB disponibile.

2. Se vor scrie programele MATLAB pentru implementarea algoritmilor ” Schur-Schur” reals,
i.e. algoritmii Bartels-Stewart si Kitagawa-Barraud, de rezolvare a ecuatiilor Sylvester si
Liapunov generale gi se vor testa pe exemple numerice semnificative (m,n > 20). Se va
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aprecia acuratetea solutiilor prin calculul normelor reziduurilor ||C' —SX — XT||, respectiv
|IC — SXT + X|| si se vor compara solutiile calculate cu aceste programe proprii cu cele
oferite de programele ce folosesc formele Schur complexe precum si de functiile MATLAB
disponibile.

3. Exercitii si teme de casa

E 2.1 Fiind date matricele A € R™*™, B € IR™*" care satisfac conditiile de existenta
si unicitate a solutiei ecuatiei implicate, si C € R™*", s& se scrie algoritmii Hessenberg

— Schur de rezolvare a ecuatiei matriceale Sylvester continue AX + X B = C| respectiv a
celei discrete AXB + X = C.

E 2.2 Se poate demonstra ca daca matricea A satisface conditia realk; < 0, VA; € A(4)
si matricea D = —C este simetrica si pozitiv definita, atunci solutia X a ecuatiei Liapunov
continue este simetrica i pozitiv definita. Cu ipotezele de mai sus satisfacute scrieti un
algoritm care sa rezolve urmatoarea problema de calcul: dat factorul Cholesky al matricei
D sa se calculeze factorul Cholesky al matricei X fara a calcula explicit nici matricea D
nici matricea X (algoritmul Hammarling). Indicatie: vezi [2].

E 2.3 Se poate demonstra ca dacd matricea A satisface conditia |A\;] < 1, VA; € A(A) si
matricea D = —C este simetrica si pozitiv definita, atunci solutia X a ecuatiei Liapunov
discrete este simetrica gi pozitiv definitda. Cu ipotezele de mai sus satisfacute scrieti un
algoritm care sa rezolve urmatoarea problema de calcul: dat factorul Cholesky al matricei
D sa se calculeze factorul Cholesky al matricei X fara a calcula explicit nici matricea D
nici matricea X. Indicatie: vezi [2].
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