Laborator 6

Proceduri numerice de analiza
sistemica

6.1 Tema

Elaborarea, implementarea si testarea procedurilor de analiza numericad a proprietatilor sis-
temice fundamentale (stabilitate, controlabilitate si observabilitate, etc.).

6.2 Teste numerice de stabilitate a sistemelor liniare

Stabilitatea unui sistem liniar S = (A, B, C') este o proprietate ce depinde numai de matricea
A. Mai precis, sistemul S este stabil dacd matricea de tranzitie ®(¢) asociata lui A satisface
conditia ®(t) — 0 cand t — oco. Deoarece matricea de tranzitie are expresii diferite in cazurile
continuu si discret, adicd ®(t) = etA, t € R, respectiv ®(t) = A, t € N/, proprietatea de
stabilitate are gi ea exprimari diferite in cele doua cazuri.

Definitia 6.1 Matricea A a unui sistem continuu este stabila daca toate valorile proprii ale lui
A au partea reala strict negativa, deci sunt plasate in semiplanul stang deschis C~ al planului
complex C.

Pe scurt, criteriul (conditia necesara si suficienta) de stabilitate in cazul continuu este A(A) C
C~ sau, mai sugestiv, ReA(A4) < 0.

Definitia 6.2 Matricea A a unui sistem discret este stabila daca toate valorile proprii ale lui A
au modul strict subunitar, deci sunt plasate in discul unitate deschis D1(0) din planul complex

C.

Pe scurt, criteriul de stabilitate in cazul discret este |A(A4)| < 1.

Deoarece in ambele cazuri, continuu si discret, proprietatea de stabilitate vizeaza o anumita
plasare a valorilor proprii, iar acestea se calculeaza eficient utilizand algoritmul QR,, obtinem
urmatorul test de stabilitate pentru sisteme liniare.

Algoritmul 6.1 (Datd o matrice patratd A si variabila gir de caractere tip,
algoritmul testeaza stabilitatea matricei A).
1. A = eig(A) % Se calculeaz valorile proprii A(A) utilizand algoritmul QR (fara
acumularea transformaérilor).
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2. Dac3 tip=’continuu’ atunci
1. Se determind oo = max ReA(7).
2. Dacd a < 0 atunci

1. Tipdregte ’Sistemul continuu este stabil’
altfel

2. Tiparesgte ’Sistemul continuu este stabil’
3. Daca tip="discret’ atunci
1. Se determing p = max |A(A)|.
2. Dacd p < 1 atunci
1. Tipareste ’Sistemul discret este stabil.’
altfel

2. Tipareste ’Sistemul discret este instabil.’

6.3 Teste numerice de controlabilitate si observabilitate a
sistemelor liniare

Un sistem liniar S = (A4, B,C) este controlabil dacd orice tranzitie de stare doritd poate fi
realizata prin alegerea adecvata a functiei de intrare. Prin urmare, controlabilitatea sistemului
liniar S este o proprietate ce depinde numai de perechea (A, B).

Introducand matricea de controlabiltate R, definita de
R= [ B AB ... A"'B }, (6.1)
avem urmatoarea definitie, valabila atat pentru sistemele continue cat si pentru cele discrete.

Definitia 6.3 Perechea (A, B) este controlabila dacd si numai dacd
rangR = n. (6.2)

Daca perechea (A, B) are o singurd intrare, deci m = 1, atunci R este patrata si conditia
ca perechea (A, B) sa fie controlabila se reduce la conditia ca matricea de controlabilitate R sa
fie nesingulara.

Un sistem liniar S = (A, B,C) este observabil daci starea initiald este unic determinata
cunoscand functiile de intrare si iegire, obtinute e.g. prin masuratori efectuate la terminalele
lui S. Deci, observabilitatea sistemului liniar S depinde numai de perechea (C, A).

Introducand matricea de observabilitate
C

CA
Q= . | (6.3)

CA.nfl
avem urmatoarea definitie, valabila atat pentru sistemele continue cat si pentru cele discrete.

Definitia 6.4 Perechea (C, A) este observabila dacd gi numai dacd este satisfacuta conditia de
rang
rang @) = n. (6.4)
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Examinand in paralel relatiile de mai sus, concludem ca notiunile de controlabilitate si
observabilitate sunt duale, in sensul ca ele se corespund prin corespondenta

A— AT, ¢~ BT,

in particular avem

Q(C, A) = RT (AT cT).

In consecinta, mai departe vom prezenta procedurile de calcul asociate controlabilitatii,
ramanand ca dualele lor sa fie formulate ”prin dualitate”.

In general procedurile de testare a controlabilitatii unei perechii date (A4, B) sunt de doua
tipuri.

a) Proceduri, numite ad-hoc elementare, testeazd controlabilitatea perechii (A, B) utilizand
direct definitia 6.3. Aceste proceduri sunt, in general, neeficiente gi pot fi aplicate cu succes
numai pentru perechi de dimensiuni mici.

b) Proceduri care utilizeaza transformari de aseménare pentru a aduce perechea initiala
(A, B) la o form& ”simpld”, pe care proprietatea de controlabilitate s poata fi testatd direct
("prin inspectie”). Aceste proceduri, numite in continuare de transformare, sunt cele mai
utilizate In aplicatii, cu atat mai mult cu cat ele faciliteaza si rezolvarea altor probleme de calcul
conexe vizand, de exemplu, descompunerea controlabild, testarea stabilizabilitatii, alocarea
polilor etc. Cea mai eficientd procedura de transformare constd in aducerea perechii (A, B) la
forma (superior) Hessenberg prin transforméri de aseménare ortogonale.

6.3.1 Teste elementare de controlabilitate

Din clasa procedurilor elementare face parte in primul rand procedura ”directd”, bazata pe
constructia matricei de controlabilitate R si testarea conditiei de rang (6.2).

Constructia matricei R se face recurent. Pentru a obtine relatia de recurenta fie
R, =[B AB --- A*1B].

Relatiile care leaga doi termeni succesivi Ry si Rg11 rezultd din partitiile avem

Ren™ | B ¢ oap a2 .. aB|=|B | AR | (6.5)
respectiv
Ren™ | g ap . 418 1 A8 |=| Ry | B |- (6.6)

unde submatricea By, = A¥B, formata din ultimele m coloane ale lui Ry, rezulta in functie
de submatricea corespunzatoare By a lui Ry prin relatia evidenta

Byt = ABy, k>1 (6.7)

iar B; = B.

Se constatda imediat ca procedura de constructie a matricei R bazata pe relatia (6.5) este
relativ neeconomica, Intrucat necesita efectuarea produselor ARy, unde matricea Ry are mk
coloane, k > 1, in timp ce procedura bazatd pe relatia (6.6) necesitd efectuarea produselor
ABjy, unde la fiecare pas k > 1 matricea By are numai m coloane. De asemenea, este clar ca la
fiecare pas matricea By este disponibila in Ry, mai precis avem

Br=Ri(:,(k—=1)m+1:km) (6.8)
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astfel Incat nu este necesara nici alocarea unui tablou suplimentar de lucru pentru memorarea
matrice curente By, nici calculul pe loc in B, conform schemei B « AB, al termenilor girului
By, ceea ce ar implica distrugerea matricei initiale B.

In rezumat, procedura de testare a controlabilitatii perechii (A, B) poate fi formulata astfel.

Algoritmul 6.2 (Se testeazd controlabilitatea perechii (A4, B) construind ma-
tricea de controlabilitate R).

1. R(:,1:m)«— B; =B
2. Pentruk=2:n
1. R(:,(k—1)m+1:km) — By = ABr_1

. Se calculeaza r = rangR utilizand algoritmul DVS.

w

4. Dacd r = n atunci

1. Tiparegte "Perechea (A, B) este controlabila.”
altfel
Tipareste ”"Perechea (A, B) nu este controlabila.”

In general, in ciuda simplitatii sale, algoritmul 6.2 nu este recomandabil intrucat matricea
R este de mari dimensiuni iar calculul coloanelor sale la pasul 2.1 implica riscuri la efectuarea
testului de rang de la pasul 3.

Teste elementare de observabilitate

In general, dacd o procedurd proc calculeaza un rezultat R = proc(A, B) privind controla-
bilitatea perechii (A, B) atunci rezultatul dual @, privind observabilitatea perechii (C, A), se
obtine cu secventa

1. Rq = proc(AT, CT)
2. Q=RT

De exemplu, daci proc(A, B) este algoritmul 6.2, care produce matricea de controlabilitate R

a perechii (A, B), atunci secventa de mai sus produce matricea de observabilitate @ a perechii
(C,A).

6.3.2 Forma Hessenberg controlabila

Considersm sistemul liniar S = (A, B, C) si fie § = (A, B,C) un sistem asemenea cu S, avand
matricele ~ R ~
A=TAT™', B=TB, C=CT!, (6.9)

unde 7' € R™ ™ este o matrice nesingulara arbitrara. Intre matricele de controlabilitate si
observabilitate atagate sistemelor S i S exista urmatoarele relatiile

R=TR, Q=QT % (6.10)

Rezultd ci matricele R si R au acelasi rang, deci perechile (4, B) si (A, B) sunt simultan con-
trolabile sau necontrolabile. In mod similar, perechile (C, A) si (C, A) sunt simultan observabile
sau neobservabile. Pe scurt, proprietatile de controlabilitate i observabilitate sunt invariante
in raport cu transformarile de asemanare.

Daci in (6.9) presupunem cd matricea T = U este ortogonald, deci sistemele S i S sunt
ortogonal asemenea 5 } }
A=UAUT, B=UB, C=cU7T, (6.11)
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atunci relatiile (6.10) devin

R=UR, Q=QUT". (6.12)

In cele ce urmeaza vom descrie procedurile de aducere a perechii (4, B) la o forma simpla
utilizind transformarile de aseménare ortogonald, cu scopul identificirii invariantilor (ortogonali
al) acestel perechi gi, In particular, al testarii controlabilititii acesteia.

In consecinti, vom considera o pereche (A, B) cu m intrari, nu neaparat controlabila, si
pentru claritate vom discuta succesiv cazurile m = 1 gi m > 1. Peste tot vom presupune B # 0
si vom nota

[N
n

€

r rangR, 7 =n-—r, (6.13)
unde evident r satisface inegalitatea 1 < r < n.

Cazul m=1

In cazul unei perechi (A,b) de ordin n cu o singurd intrare, forma ”simpld”, rezultatd prin
aplicarea transformarii (6.11), se numeste forma superior Hessenberg si este definita prin

/"r\ /'j\
- Ar Agp |}r = br | }r (6.14)
_ T _ R RR _ _ R
A=UAU —{ 0 Ap ]}T7 b—Ub—|: 0]}7"

in care perechea (Ag,br) de ordin r se afld in forma superior Hessenberg ireductibila

hy = ... = x hy
. o 0
AR = . . : . s br = . s (615)
z 0
h, =
unde
h;#0, i=1:r (6.16)

iar x denota elemente a caror valoare numerica nu are importanta in context.

Daca perechea initiala (A,b) este controlabila atunci in (6.14) avem r = n, astfel incat
blocurile A si App dispar iar perechea (A,b) = (Ag,bgr) are structura ireductibild (6.15) cu
r = n, adica

hy x* ... x x hy
~ . . .. - 0
A=UAUT = e |, b=Ub= : (6.17)
;o ;
h, =«
unde
hi#0, i=1:n. (6.18)

De aceea, structura ireductibild din (6.17) se numeste forma superior
Hessenberg controlabild a perechii (A, b).

Pe de altii parte, daci perechea (A, 5) are forma (6.17), nu neaparat ireductibild, iar k > 2
este primul intreg pentru care hy = 0, atunci aceasta pereche admite evident o descompunere
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(deflatie) de tip (6.14), in care r = k — 1. In acest sens, mai departe vom spune ci structura
(6.17), in general reductibild, constituie forma superior Hessenberg (completd) a perechii (A, b).

In consecinta avem urmatorul rezultat important.

Propozitia 6.1 O pereche (A~7 b) este controlabild daca si numai dacd existda o matrice ortogo-
nalad U astfel incdt perechea (A,b) are forma (6.17) si este satisfacutd conditia (6.18).

In rezumat, sunt posibile doua cazuri:

1. Perechea (A, b) este controlabila, deci r ef rangR = n. o
In acest caz perechea (A,b) este ortogonal asemenea cu o pereche (A,b) in forma superior
Hessenberg controlabila (6.17), (6.18).

2. Perechea (A,b) nu este controlabild, deci r def rangR < n. )
In acest caz perechea (A, b) este ortogonal asemenea cu o pereche (A, b) in forma bloc superior
triunghiulard (6.14), in care perechea (Ag,br) este controlabild de ordin r, deci are structura
(6.15), (6.16). (In particular, (6.14) poate coincide cu forma superior Hessenberg complets
(6.17), in care r este cel mai mic intreg > 1 astfel incat h,.41 = 0).

Aducerea unei perechi (A4,b) cu o singurd intrare la forma superior Hessenberg completa
(6.17) se face printr-o procedura directa, a carei schema de calcul este urmatoarea.

1. Se determina un reflector U; € R™*™ astfel incat ultimele n— 1 componente ale vectorului
b «— U;ib sa fie nule.

2. A« UlAUl.

3. [A,U] = hess(A,U;) unde functia MATLAB hess aduce matricea A la forma superior

Hessenberg A — A = UAUT | prin transformiri ortogonale de asemanare (vezi algoritmul
HQ din cursul de Calcul Numeric).

Pentru a transforma schema de calcul de mai sus intr-un algoritm implementabil vom in-
troduce trei functii de calcul cu reflectori, a céaror justificare se poate gasi in cursul de Calcul
Numeric.

1. Procedura HO de calcul a elementelor definitorii ale reflectorului Uy, definit prin U; =

I, — u};flT, astfel incat (U10)(2:n) = 0 si calculul b « U, b.

Procedura U = HO(b)

o = sgn(be)( X7, b7)'/?

UL =b14+o; uq=b;, 1=2:n

Radi S

. B1=ouny
4. by — hi=—-0; b;=0, i=2:n

2. Procedura H1 de premultiplicare a unei matrice cu un reflector U;.

Procedura A =H1(U, A)

1. Pentruj=1:n

Lo7= (Y unaij)/b

2. a5+ a5 — T, 1=1:n.

3. Procedura H2 de postmultiplicare a unei matrice cu un reflector U;.
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Procedura A = H2(A,U)

1. Pentruz=1:n
L= (25, wiaji) /b
2. Qij < Qi3 — TUj 1, ]: 1:n.

In rezumat, procedura de aducere a perechii (A,b) cu o singurd intrare la forma superior
Hessenberg completa poate fi formulata astfel.

1. Uy = HO(b).
3. Pentruk=2:n—-1

1. Uy =HO(A(k : n,k —1)).
2. A(k:n,k:n)=H1(Uy, A(k : n,k : n));
A(:,k:n) =H2(A( k:n),Uy)

Constructia matricei ortogonale U = U,_1---UsU; din (6.17), i.e. acumularea trans-
formarilor, se face dupa schema

1. U=U;
2. Pentruk=2:n-1
1. U(k:n,1:n) =H1U,U(k:n,1:n)).

In practici, se prefer deseori obtinerea formei superior Hessenberg (6.14),(6.15),(6.16), ceea
ce presupune testarea conditiei ||bg|| # O inainte de parcurgerea etapei k, k = 2 :n — 1. Se
obtine urmatoarea procedura de calcul.

Algoritmul 6.3 (Construieste forma superior Hessenberg (6.14), (6.15), (6.16)
a unei perechi (4,b) de ordin n cu o singura intrare gi acumuleazd transformarile.
Se presupune b # 0).
k=1
U, = HO(b)
A=H1(U,,4), A=H2(AU,)
U=U,
CONTINUA="da’
cat timp CONTINUA="da’
l.r=k
2. Dacak=n
atunci
1. CONTINUA ="nu’,
2. tiparegte "Perechea (A,b) este controlabild”
altfel
1. g=A(k+1:n,k)
2. Dacd ||g||=0
atunci

S o W=
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1. CONTINUA ="nw’

altfel

1. ke—k+1 % Etapa k, k > 2

2. Uk = HO(g)

3. A(k:n,k:n)=H1(U, Ak :n,k:n)),
A(, k:n) =H2(A(L Kk :n),Uy)

4. Uk :n,1:n)=H1(Uy, U(k:n,1:n))

CONTINUA este o variabili logica ce determina avansarea contorului de etapa k. In final,
variabila 7 furnizeaza rangul matricei de controlabilitate R a perechii date (A, b).

Cazul m > 1

In cazul unei perechi (A, B) de ordin n cu m intrari, m > 1, procedura de transformare are la
baza urmatorul rezultat general.

Propozitia 6.2 (Lema de deflatie controlabild). Oricare ar fi perechea (A, B) cu rangB =
r1 > 0, existd o matrice ortogonala U; € R™ ™ astfel incat

A X

G F

AHAUlAUlT{ 0

}, BHBU1B|:H1] (6.19)
unde matricea Hy € R™*™ este epicd, i.e. rangHy; = r1. Mai mult, perechea (A, B) este
controlabild dacd gt numai dacd perechea redusd (F,G), de ordin n —ry < n, este controlabild.

Matricea Uy se determina e.g. aplicand lui B procedura de descompunere a valorilor singulare
(DVS). Avem

(6.20)

Ule_[21 0},

0 0

unde Uy si V € R™ ™ gsunt ortogonale iar ¥ este diagonald de ordin r; > 0 cu elementele
diagonale pozitive. Partitiondnd V' = [V V3], unde V] are r; coloane, obtinem

. | X 0 vik _ vt
S IR N
unde H; =34 VlT este evident epica de rang r;.

Dupa determinarea lui Uy se aplica U; lui A, i.e. se calculeaza A= U; AUT, si in acord cu
(6.19) se evidentiaza perechea redusi (F, G) de ordin n — r; cu 7y intrari.

In ipoteza G # 0, perechii (F,G) curang G = ry > 01ise poate aplica din nou o transformare
de tip (6.19). Se obtine

F<—F:U2FU2T=[GA2 FX } GHG:UQG:{L&]

sau echivalent

A | X X
A—A=U,AU] = | H, A, X 7
O GTLOU Fnou
(6.21)
H,y
B—B=UB=| 0 |,
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unde matricele Uy precum si
I, O
Uy = = .22
2 [ 0 U, } (6.22)
sunt ortogonale iar matricea Hy este epica de rang rs.

Forma finald a perechii (4, B), obtinutd prin aplicarea repetatd a procedurii de deflatie
descrisa in propozitia 6.2, se numeste forma bloc-superior Hessenberg si este definita prin

- o
A—A=UAU —[ 0 An

}7 B<—B=UB=[%R], (6.23)

in care perechea (AR, Br), de ordin 7, se gisegte in forma bloc-superior Hessenberg controlabild

4, X - X X H,
Hy Ay -+ X X 0

Ap = .. |, Br=1| : |, (6.24)
Hk Ak 0

unde toate blocurile H; € R™*"i-1 sunt epice, i.e.

rangH; =r; >0, i=1:k, g f . (6.25)

Evident avem

k
r= Zri <n (6.26)
i=1

§i in virtutea conditiilor (6.25) perechea (Ag,Bgr) din (6.23) este controlabila. Mai mult,
perechea initiald (A, B) este controlabild dacd si numai dacd r = n, i.e. (A4, B) = (Ag, Br),
gl In acest caz numéarul k de blocuri din (6.24) coincide cu indicele de controlabilitate v al lui
(4, B).

Matricea ortogonald U € R™*™ din (6.23) rezultd prin acumularea transformarilor partiale,
i.e.

U=U,-- Usln, (6.27)

in care U; se determind ca in demonstratia lemei 6.2, U, are forma (6.22) etc. Subliniem c& in
virtutea structurii lui Us, premultiplicarea cu U nu modifica primele 71 linii, iar postmultipli-
carea cu U] nu modifica primele r; coloane ale matricei asupra cireia actioneaza transformarea
corespunzatoare. De asemenea, proprietati asemanatoare au toate matricele U;, ¢ = 2 : k din
(6.27).

In rezumat, aducerea pe loc a perechii initiale (A, B) la forma bloc-superior Hessenberg
(6.23), (6.24) se face printr-o succesiune de transformari ortogonale de asemanare

A—UAUl', B« UB, i=1:k (6.28)

La etapa i = 1 se opereaza asupra perechii initiale (A, B) ca in propozitia 6.2, iar la etapele
i > 2 se opereazd analog asupra perechii reduse corespunzatoare (F,G), continute in tabloul
A. In particular, transformarile U;, ¢ > 2 nu modifici forma lui B obtinutid dupd prima etapa,
deci pentru ¢ > 2 relatiile (6.28) se reduc la

A—UA, A— AUT. (6.29)
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Pentru a descrie precis algoritmul astfel obtinut, introducem, similar cu cazul m = 1,

urmétoarele proceduri, a ciror scriere explicitd revine studentilor (utilizind, la nevoie, functii
MATLAB adecvate).

1. Procedura de reducere a lui B decrisa mai sus relativ la propozitia 6.2, vezi relatiile
(6.19) si (6.20), avand sintaxa
[r1,U1, Hy ]| = red(B).

(Amintim ca la etapele i > 2 procedura red se aplicd unui bloc G, localizat in tabloul A).

2. Procedura de premultiplicare a unei matrice cu matricea de transformare curenta
A =mull(U;, A).
3. Procedura de postmultiplicare a unei matrice cu matricea de transformare curenta
A =mul2(A,T;).
Acumularea transformarilor din (5.69) se face conform schemei
U—UU, i1=2:k (6.30)

cu initializarea U = U;.

Avem urmaétorul algoritm

Algoritmul 6.4 (Daté perechea (A, B) de ordin n cu m intrari gi B # 0 algorit-
mul construiegte forma bloc-superior Hessenberg (6.23), (6.24), (6.25) si acumuleaza
transformarile. Perechea rezultata suprascrie pe cea initiald).

1. k=1

2. [r1,U1, Hi] = red(B)
3. A=mull(U;, 4), A=mul2(4,U,)
4. U=U;
5. 1, =0, r=mr
6. CONTINUA = ’da’
7. Cat timp CONTINUA = da’
l.v=k
2. Dacar=n
atunci

1. CONTINUA = 'nu’
2. Tiparegte "Perechea (A, B) este controlabila”
altfel
1. G=A(r+1:n,ry+1:7)
2. Dacid |G| =0
atunci
1. CONTINUA = 'nu’
altfel
1. k—k+1 % (etapa k, k> 2)
2. [Tk, Uk, Hk] = red(G)
3. Ar+1:n,r+1:n)=
mull(Ug, A(r+1:n,r+1:n),
A(l:n,r+1:n)=mul2(A(1:n,r+1:n),U)
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4. U(r+1:n,1:n)=mull(Ug,U(r+1:n,1:n))
5. Ty =T, r—1r—+Trg

Avand in vedere ca numarul k al etapelor de reducere nu este apriori cunoscut, utilizam
si aici variabila binara CONTINUA cu semnificatia cunoscutd. In final, variabila r furnizeazi
rangul matricei de controlabilitate R a perechii date (A, B). In cazul r = n, i.e. daca perechea
(A, B) este controlabild, algoritmul se opreste la instructiunea 7.2. iar v este indicele de con-
trolabilitate. Din contra, daca algoritmul se opreste datorita faptului ca blocul curent G este
nul, atunci perechea (A, B) nu este controlabils, iar perechea transformati (A, B), furnizata de
algoritmul 6.4, are forma (6.23), in care r < n.

Forma Hessenberg observabila

Pentru analiza proprietatilor de observabilitate a unei perechi (C, A) de ordin n cu [ iesiri, { > 1,
se procedeaza prin dualitate. Prin aplicarea schemei de dualizare relativ la algoritmul 6.4, se
obtine forma bloc-inferior Hessenberg a perechii (C, A), definita prin

A A=UAU" = [fQ f}
Qe “e (6.31)
C—C=cUut= [Cq 0],
in care perechea (Cg, Ag) de ordin ¢ se afld In forma bloc-inferior Hessenberg observabild

A1 Go i
X A
Ag=1| + 1 o , Co=[G1 0 -+ 0], (6.32)
X X - . Gy
X X A
unde toate blocurile G; € R%-1*% gunt monice, i.e.
rangGy = q; >0, i=1:k qo=1. (6.33)
Evident avem .
g=Y ag<n (6.34)
i=1

si in virtutea conditiilor (6.33) perechea (Cq, Ag) din (6.31) este observabild. In plus, perechea
initiald (C, A) este observabild daca si numai dacd ¢ = n, i.e. (C,A) = (Cg,Aqg), si in acest
caz numarul k de blocuri din (6.32) coincide cu indicele de observabilitate al lui (C, A).

In sfarsit, la fel ca in cazul controlabilititii, matricea ortogonald U € R™*™ din (6.31) rezulti
din acumularea transformarilor partiale, i.e. U = Uy --- UxU;.

6.4 Calculul realizarilor minimale

Principalul rezultat al teoriei realizarii sistemelor liniare afirm& ca orice sistem S = (A, B, C)
este echivalent intrare-iegire, i.e. are aceeasi matrice de transfer, cu un sistem de ordin minim
Sm = (Am, B, Cp,) care este simultan controlabil gi observabil. Mai mult, sistemul S,,, este
determinat pana la o transformare de asemanare gi, in esentd, coincide cu partea simultan
controlabila gi observabila a sistemului dat S.
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Definitia 6.5 Un sistem Sy, = (A, Bm, Cm) controlabil si observabil, echivalent intrare-iegire
cu S se numegte realizare minimald a lui S.

Mai general, orice sistem Sy, = (Am, Bm, Cm) controlabil si observabil se numesgte minimal.

In consecintd, o realizare minimala (i.e. de ordin minim) a unei matrice de transfer date
T(s) poate fi construita aplicind urmétoarea procedura.

Algoritmul 6.5 ( Construiegte o realizare minimals a matricei de transfer T'(s)).

1. Se construiegte o realizare observabila S = (A, B,C) a lui T(s), utilizand
formele standard observabile, expuse in capitolul 3.

2. Se construieste descompunerea controlabila

~ A App ~ B
_ T _ R RR _ _ R
A=UAU —[ 0 ]Ry B—UB—[ 0 }7

utilizand algoritmul 6.4 si se aplica transformarea U matricei C, i.e.
C=cut=[Cr Cg].

3. Se retine partea controlabild S,, = (Ag, Br,CRgr) a tripletului transformat,
unde

Ar=A(l:r1:r), Br=B(1:r.:)

este partea controlabild a perechii (A, B) iar

Cr=0C(:,1:7).

Programe M ATLAB disponibile

Constructia matricei de controlabilitate R a perechii (A, B) se face cu functia ctrb, care im-
plementeazd algoritmul 6.2, mai precis versiunea acestuia bazatd pe formula (6.5). Pentru
constructia formei bloc-superior Hessenberg a unei perechi (A, B) este disponibild functia ctrbf.
Constructia unei realizari minimale se poate face utilizand functia minreal.

6.5 Sarcini de lucru

A. In laborator

1. Se va scrie programul MATLAB pentru implementarea algoritmului de testare numerica
a stabilitatii unui sistem liniar (i.e. a matricei de stare A a acesteia) si se va testa pe
exemple numerice semnificative (n > 5).

2. Se vor scrie programele MATLAB pentru implementarea algoritmului de constructie a
matricei de controlabilitate i de testare elementara a controlabilitatii unei perechi (A, B).
Se vor compara solutia calculata cu programul propriu cu cel oferit de functia MATLAB
disponibila.

3. Se va scrie programul MATLAB pentru implementarea algoritmului de calcul al formei
Hessenberg complete a unei perechi (A,b) a unui sistem cu o singurd intrare si se va
completa cu testarea controlabilitatii acestei perechi. Se va compara solutia calculata cu
programul propriu cu cea oferita de functia MATLAB disponibila.
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4. Se va scrie programul MATLAB pentru implementarea algoritmului de calcul al unei
realiziri minimale a unei perechi (A4,b) a unui sistem cu o singurd intrare gi o singurd
iegire. Se va compara solutia calculatd cu programul propriu cu cea oferita de functia
MATLAB disponibila.

B. Acasa

1. Se va scrie programul MATLAB pentru implementarea algoritmului de calcul al formei
Hessenberg complete a unei perechi (A, B) a unui sistem cu mai multe intrari i se va
completa cu testarea controlabilitatii acestei perechi.

2. Se va scrie programul MATLAB pentru implementarea algoritmului de calcul al unei
realizari minimale a unui sistem (A, B,C) cu mai multe intrari gi mai multe iegiri. Se
va compara solutia calculatd cu programul propriu cu cea oferitd de functia MATLAB
disponibila.

3. Se vor analiza sursele functiilor MATLAB ctrb si ctrbf si minreal si se vor identifica
metodele folosite.

4. Exercitii si teme de casa.

E 6.1 Conform teoremei lui Liapunov, matricea A a unui sistem continuu (discret) este
stabila daca si numai daci oricare ar fi matricea @ = Q7 > 0 ecuatia matriceals algebrici,
Liapunov (discreta)

ATX + XA=-Q (ATXA-X=-Q)

are o solutie X = X7 > 0. Explicati de ce enuntul de mai sus (de mare valoare teoretics)
nu conduce la un test de stabilitate numeric eficient in raport cu algoritmul 6.1.

E 6.2 Un polinom p(s) = ags™ + a;s"~ ! + ... + a, este stabil (sau ”hurwitzian”)
daca toate radacinile sale au partea reala strict negativa. Scrieti algoritmul de testare a
stabilitatii polinomului p(s) utilizdnd criteriul Routh-Hurwitz.

Indicatie. Se utilizeaza algoritmul de eliminare gaussiana fard pivotare relativ la matricea
Hurwitz asociatd lui p(s), ceea ce corespunde exact formularii propuse de Routh pentru
criteriul in discutie.

E 6.3 Scrieti o realizare de stare S = (4, b, c’) a functiei de transfer T'(z) = N(2)/p(z)
astfel incat R(A,b) = I. Idem, astfel incat Q(c’, A) = I. In ce conditii putem avea
simultan R(A,b) = Q(cT,A) =17

E 6.4 Obtineti conditii suficiente simple de controlabilitate gi observabilitate a conex-

iunilor serie, paralel gi in circuit inchis. Ce puteti afirma despre stabilitatea acestor
conexiuni 7
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