Laboratorul 6

Proiectarea filtrelor IIR prin
metode de transformare

6.1 Tema

Proiectarea filtrelor IIR utilizand prototipuri analogice si transformarea biliniara. Utilizarea
rutinelor Matlab pentru proiectarea filtrelor Butterworth, Chebyshev, eliptic. Solutia IIR a
unei probleme de proiectare de tip raspuns cu tolerante fixate.

6.2 Suport teoretic

Proiectarea filtrelor IIR prin metode de transformare are loc conform schemei din figura 6.1.
Performantele specificate ale filtrului digital (e.g. in forma unei probleme F_TOL, vezi lucrarea
4) sunt transformate in performante echivalente in domeniul continuu; pe baza acestora se
proiecteaza filtrul analogic H (s), din care, printr-o transformare z = f(s), se obtine filtrul dorit
H(z). Se observa ca metoda are doud componente principale:

e transformarea f intre domeniile discret si continuu, care trebuie sa fie biunivoca;
e proiectarea filtrelor analogice (in timp continuu).

Vom prezenta in continuare detalii ale celor doua componente. Peste tot vom nota w frecventa
in domeniul discret si Q frecventa in domeniul continuu. Agadar, dacid H(s) si G(z) sunt functii
de transfer in continuu, respectiv discret, atunci caracteristicile lor de frecventd sunt H(j),
respectiv G(e?*).

Transformarea biliniara

Transformarea cea mai utilizata este cea biliniard, definita de relatia

1+
T 1-—s’

z (6.1)

a carei inversa este
z—1 1—2z71

241 14271

Transformarea continuu-discret a frecventelor se obtine din (6.1) inlocuind s = jQ §i z = 7¢.
Din

(6.2)
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= 1% (6.3)
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Figura 6.1: Schema generala de proiectare a filtrelor IIR prin metode de transformare.

se obtin relatiile

w = 2arctg(),
Q=tgo. (6.4)

Desigur, transformarea w = 2arctgf?, care duce R in [—m, 7], este neliniara.

Filtre analogice

Proiectarea filtrelor analogice se face indeosebi cu ajutorul unor filtre tip, pentru care exista o
modalitate analitica de descriere. Cele mai intalnite filtre sunt numite Butterworth, Chebyshev
(tip I sau IT) gi Cauer (sau eliptic).

Filtrul Butterworth. Un astfel de filtru este definit de ordinul sau n si de o frecventa de
taiere 2. Caracteristica de frecventa H(j€) a filtrului satisface relatia

PR . ) 1
Dupa cum se vede in figura 6.2, amplitudinea raspunsului in frecventa al filtrului Butterworth
este descrescatoare. La frecventa de taiere Qy, avem intotdeauna |H (59;)| = 1/v/2, i.e. aceasta
este frecventa la care atenuarea este de 3dB (reamintim ci log;, 2 ~ 0.3, deci 20log;,(1/v/2) ~
—3); de asemenea, amplificarea H(0) = 1 este constantd. Cu cat ordinul n este mai mare, cu
atat tranzitia in jurul valorii w; este mai abrupta.

Functia de transfer H(s) se determind prelungind analitic relatia (6.5) (valabild pentru
s = j8) si obtinand

1
H(s)H(—5) = —F—————- .
(8)H(=s) = 1 /i) (6.6)
Cei 2n poli ai functiei H(s)H (—s) sunt definiti de (—1)'/27;€;, deci au forma
L
s = exp (—j%(2k—l+n)), k=0:2n—1, (6.7)

si sunt plasati echidistant pe un cerc de raza 2 centrat in origine, simetric fata de axa imaginara.
Pentru H(s) se iau polii cu parte reald negativa, astfel incat H(s) si fie o functie de transfer
stabila.

Filtrul Chebyshev de tip I are un raspuns in frecventa cu ondulatii egale in banda de trecere
si descresciator in banda de oprire. Filtrul Chebyshev de tip II are un raspuns in frecventa
descrescator in banda de trecere gi cu ondulatii egale in banda de oprire.

Filtrul eliptic are raspunsul in frecventa cu ondulatii egale atat in banda de trecere cat si in
cea de oprire. (Pentru informatii suplimentare despre aceste filtre, vezi cursul.)
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Figura 6.2: Amplitudinea raspunsului in frecventa al filtrului Butterworth, pentru n = 2 (linie-
punct), n = 4 (linie Intrerupta) si n = 10 (linie continud).

Proiectarea filtrului Butterworth discret

Fiind o functie crescatoare, transformarea in frecvents (6.4) pastreazi forma raspunsului in
frecventa al unui filtru analogic, in sensul ca e.g. un filtru trece-jos analogic este transformat
intr-un filtru trece-jos discret. Prin aplicarea transformarii biliniare, raspunsul in frecventa
(6.5) al filtrului Butterworth analogic se transforma in

1

tg(w/2) \ 2"
1+ (tg(wt/Q))

(H () =

wy = 2arctgl;, (6.8)

care reprezintd amplitudinea raspunsului in frecventa al filtrului Butterworth discret.
Rezolvarea unei probleme F_TOL. Datele de proiectare sunt (vezi lucrarea 4) frecventele
wp, ws i tolerantele Ay, Ag.

Réaspunsul in frecventa al unui filtru Butterworth discret care satisface cerintele este prezen-
tat in figura 6.3 stanga. Notam M, = 1 — A;. Graficul este desenat presupunénd ca cerintele
sunt satisfacute la limita, dar in general avem

H(w)| > My, [H(w,)] < A, (6.9)

Evident, deoarece amplitudinea raspunsului este descrescitoare, avem M, < |H(w)| < 1 pentru
w € [0,wp] si |H(w)| < Ay pentru w € |ws, 7).

Pentru proiectarea filtrului, parcurgem urmétoarele etape: i) transpunem cerintele de proiectare
in domeniul continuu, ii) gdsim un filtru analogic care sa satisfaca cerintele, iii) obtinem filtrul
discret aplicand transformarea biliniara celui continuu.

i) Filtrul analogic corespunzator celui discret are raspunsul in frecventa din figura 6.3
dreapta. Conform cu (6.4), avem

Qb = tgﬂ

Ws
Q, = tg==, 1
5 L= t8g (6.10)

Dorim sa aflam ordinul n si frecventa de taiere €2; ale unui filtru Butterworth analogic, al carui
raspuns in frecventa (6.5) satisface conditiile obtinute din (6.9), i.e.

[H(Q)| > My, [H(S)| < A, (6.11)
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Figura 6.3: Filtre Butterworth discret (stdnga) si analogic (dreapta) satisfacand cerintele unei

probleme F_TOL.
si deci
S N R S (6.12)
L+ (Q/Q0)2 = 07 14 (Q/Q)2 = 7% '
ii) Din (6.12) obtinem
M2
2n (log 2 —log ) > log b,
1— M,
N

2n (log Qs — log Q) > log A2

Adunam cele doua inegalitati de mai sus si obtinem
M1 - A?)
(6.13)

1
o n - M)
2log Qs /Qp

(6.14)

Desigur, ordinul n trebuie s3 fie intreg, aga c il ludm egal cu primul intreg mai mare ca (6.13).
Pentru a calcula €, impunem egalitatea intr-una din inegalitatile (6.12), de exemplu in prima,

Q

din care rezulta
Qt =
(1 — M?

1/2n"
)

Am obtinut deci parametrii n si ; ai filtrului Butterworth analogic, a carui functie de transfer

H(s) se calculeaza usor stiind pozitiile (6.7) ale polilor.
iii) In final, filtrul discret H(z) se obtine aplicind transformarea biliniari (6.2) filtrului

analogic H(s).

6.3 Ghid Matlab

Filtrul Butterworth analogic se proiecteaza cu apelul

>> [rb, ra, kO] = buttap(N)
Functia primeste ordinul filtrului i intoarce zerourile, polii si amplificarea acestuia. Frecventa

de taiere are valoarea normalizata Q; = 1.
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Filtrele analogice Chebyshev, de tip I gi I, si eliptic se proiecteaza cu functiile cheblap,
cheb2ap si, respectiv, ellipap.
O metoda de proiectare prin transformare a filtrului Butterworth discret este implementata
de functia butter. Functia se apeleaza cu
>> [b, a] = butter(N, wt)

N este ordinul filtrului iar variabila wt corespunde frecventei discrete (normalizate) w; din (6.8).
Functia butter se comporta intr-un mod echivalent urmatorului algoritm: calculeaza Q; =
tg(w/2), conform cu (6.4), proiecteaza filtrul analogic de ordinul N, apoi aplica transformarea
biliniara pentru a obtine filtrul discret dorit.

Filtrele discrete Chebyshev, de tip I si I, si eliptic se proiecteaza cu functiile cheby1, cheby?2
si, respectiv, ellip. De exemplu, filtrul eliptic se obtine cu

>> [b, a] = ellip(N, Rb, Rs, wb)

unde Rb gi Rs caracterizeaza inaltimea ondulatiilor in banda de trecere, respectiv in cea de oprire,
N este ordinul filtrului, iar wb este frecventa maxima de trecere. Mai exact, daca ondulatiile din
banda de trecere au inaltime Ay, atunci are loc relatia

Rb = —201og,o(1 — Ap) (6.15)
iar daca Ay este Inaltimea ondulatiilor in banda de oprire, atunci
Rs = —20log;y As, (6.16)

i.e. Rs este atenuarea, in decibeli, in banda de oprire.

In plus fata de comportarea deja descrisa, toate functiile Matlab de mai sus permit proiectarea
unor filtre trece-sus sau opreste-banda.

6.4 Sarcini de lucru

Tema 6.1 (Rezolvarea problemei F_TOL cu filtre Butterworth)

Programul but_f_tol.m implementeaza algoritmul descris in finalul partii teoretice a acestei
lucrari. Primele linii ale programului reprezintd implementarea formulelor (6.10), (6.13) si
(6.14). Calculul polilor se face conform formulei (6.7), in care se iau doar polii din semiplanul
complex stang, corespunzand valorilor & = 1 : n. Transformarea biliniara se aplica direct
asupra polilor (si nu asupra coeficientilor filtrului analogic). Daca functia de transfer a filtrului
Butterworth analogic este

o HZ:1(_310)

a HZ:l(S — 5g)

ie. sk, k=1:n,sunt polii filtrului i H(0) = 1, atunci folosind transformarea (6.2) rezulta

H(s)

n _ n 1 —1
H(z) = 1_7[1’“:1( %) ,1:[’“:1( +f1+)s : (6.17)
[Ty (1= s0) Ty (1 — 271 4558)
formula care evidentiaza amplificarea, zerourile gi polii z; = if;i ai filtrului Butterworth

discret. In ultimele instructiuni ale programului se ia partea reala pentru a elimina partea
imaginara rezultata in urma erorilor numerice.

a. Utilizati acest program pentru a rezolva problema F_TOL cu datele w, = 0.37, ws =
0.4m, A, =0.1, Ay =0.1.

b. Gasiti un filtru FIR de ordin cat mai mic care sa satisfaca aceleasi specificatii. (Folositi
metoda ferestrei sau o rutina de optimizare.) Desenati pe acelasi grafic amplitudinile rdspunsurilor
in frecventa ale celor doud filtre. Comentati diferentele dintre ele. (De asemenea, observati ci
faza filtrului Butterworth este neliniard in banda de trecere.)
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Tema 6.2 (Rezolvarea problemei F_TOL cu filtre eliptice)
Consideram problema F_TOL cu datele w, = 0.37, ws, = 0.47, A, = 0.05, A, = 0.01.

a. Gasiti un filtru eliptic care satisface cerintele problemei. In acest scop, folositi functia
Matlab ellip; relatiile (6.15) si (6.16) explica legdtura parametrilor functiei cu tolerantele Ay, si
Ag. Observati ca functia ellip nu permite precizarea frecventei ws. Recurgeti deci la incercari
succesive pentru a gasi filtrul de grad minim care rezolva problema.

b. Pentru aceeasi probleméa de proiectare, gasiti solutii Butterworth si FIR (folosind metoda
ferestrei sau o metodad de optimizare). Comparati gradele filtrelor (si numarul de coeficienti).
Care este cel mai bun filtru ?

c. Studiati modul de apel al functiilor chebyl si cheby2, care proiecteaza filtre de tip
Chebyshev. Rezolvati problema de proiectare de mai sus cu acest tip de filtre. Comparati
ordinele filtrelor obtinute cu cele ale filtrelor de mai sus.

Tema 6.3 (Concurs de proiectare)

La o ora fixata de comun acord, cadrul didactic indrumétor va va comunica datele unei
probleme F_TOL (i.e. wp, ws, Ap, As). Proiectantii solutiei cu cel mai mic numér de coeficienti
vor fi premiati.

Tema 6.4 (Supliment: proiectarea unui filtru Butterworth cu H(1) # 1)

Modificati algoritmul de proiectare din Tema 6.1 astfel incat cerintele problemei F_TOL sa
fie satisfdcute de un filtru Butterworth pentru care H(1) = 1+ Ay. (Spre deosebire, algoritmul
din Tema 6.1 considera H (1) = 1, adica amplificare unitara in regim stationar.) Pentru scrierea
algoritmului, demonstrati cd ordinul filtrului se obtine prin modificarea relatiei (6.13) in

M1+ Ay)? — AF]

log
A AT 619
- 21log Qs /U ’
iar frecventa de taiere este
Qp
Q= RNy o (6.19)
My

In fine, observati ci functia de transfer (6.17) a filtrului trebuie inmultita cu 1 + A, pentru a
obtine amplificarea dorita in regim stationar.



